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Iterativne metode

Racunanje nultoc¢aka nelinearnih funkcija jedan je od najcesé¢ih zadataka pri-
mijenjene matematike. Opéenito, neka je zadana funkcija

il —R,

gdje je I neki interval. Trazimo sve one x € [ za koje je

f(x)=0.

Takve tocke x zovu se rjeSenja, korijeni pripadne jednadzbe ili nultocke funkcije f.

U pravilu, pretpostavljamo da je f neprekidna na [ i da su joj nultocke
izolirane. U protivnom postojao bi problem konvergencije.
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Iterativne metode
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Primjeri funkcija
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Iterativne metode

Trazenje nultocki na zadanu to¢nost sastoji se od dvije faze.

1. Izolacije jedne ili vise nultocki, tj. nalaZenje intervala I unutar kojeg se nalazi
bar jedna nultocka. Ovo je tezi dio posla i obavlja se na temelju analize toka
funkcije.

2. Iterativno nalaZenje nultocke na trazenu tocnost.

Postoji mnogo metoda za nalaZenje nultoc¢aka nelinearnih funkcija na zadanu
toénost. Omne se bitno razlikuju po tome hoce li uvijek konvergirati, tj. imamo li
sigurnu konvergenciju ili ne i po brzini konvergencije. Uobicajen je slu¢aj da brze
metode nemaju sigurnu konvergenciju, dok je sporije metode imaju.
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metoda bisekcije

Osnovna pretpostavka za primjenu algoritma raspolavljanja je neprekidnost
funkcije f na intervalu [a, b] i uvjet

f(a)- f(b) <0.

Prethodna relacija znaci da funkcija f ima na intervalu [a, b] barem jednu nultocku.

i |
Yy Yy

Yats

l R B Aleksandar Maksimovic, / 04/05/2006 / Str. 6
Institute Ruder Boskovié, Bijeni¢ka c. 54 liedan6




metoda bisekcije

S druge strane, ako je

-

N
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metoda bisekcije

Algoritam raspolavljanja je vrlo jednostavan. Oznacimo s a pravu nultoc¢ku
funkcije, a zatim s ap := a, by := b i zy poloviste [ag, by], t].
oy — bﬂ
Ip = .
2
Neka je n > 1. U n-tom koraku algoritma konstruiramo interval [a,, b, ] kojemu je

duljina polovina duljine prethodnog intervala, ali tako da je nultocka ostala unutar
intervala |a,,, b,].

Konstrukceija intervala |a,, b,| sastoji se u raspolavljanju intervala [a, 1,0, 1]
tockom x,,_; i to tako da je

Ap, = Lp_1, bn — bn—] akD j'E‘ f(a'ﬂ—l) : f(g:n—l) = 01

ap = Qp_1, by =2, 1 akoje fla,_1)- flzn_1) <.

Postupak zaustavljamo kad je la —z,| < e.
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metoda bisekcije

buduéi da je x,, poloviste intervala [a,,b,], a a € [a,,b,], onda je
o —z,| < b, —z,,

pa je dovoljno postaviti zahtjev

Yy
a Iy . -
/ I b X -
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metoda bisekcije

Algoritam 8.2.1 (Metoda raspolavljanja)

= (a+b)/2;
while b — z > = do
begin;
if f(x) = f(b) < 0.0 then
a:=x
else
b:=x;
x:=(a+b)/2;
end:;
{ Na kraju je z =~ a. }
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metoda bisekcije

Iz konstrukcije metode lako se izvodi pogreska n-te aproksimacije nultocke.
Vrijedi

1 1 1

|ﬂ' — 31:31| < bﬂ. — I'p = E (bn — H‘ﬂ.} — 2_2 (bﬂ.—l — ﬂn—]) — = on+1 (b o ﬂ}'

1 ) . L . .
ot (b—a)<e. a zatim logaritmiranjem nejednakosti

log(b—a) — loge
n = b( )‘ 6 — 1, ne Ng.
log 2 |
Opaska: U NR koristi se n-1 aproksimacija, tj. n = log, E?”
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Regula falsi

Aproksimirajmo funkciju f pravecem koji prolazi tockama (a, f(a)), (b, f(b)).
Njegova je jednadzba

y— 1) = {90,y

Nultocku «a funkcije f moZemo aproksimirati nultockom tog pravca, tockom .
Nakon toga, pomaknemo ili tocku a ili to¢ku b u zp. ali tako da nultocka a os-
tane unutar novodobivenog intervala. Postupak ponavljamo sve dok ne postignemo

7eljenu toénost. X

odnosno y — f(a) = f(bi : i(a) (r — a).
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Regula falsi

Tocka zp dobiva se jednostavno iz jednadzbe pravca, pa je

b—a a—>b
ro —b— f(b _ |
=IO T Y e
e @ i
=Ty T Ty flay = L =@
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Metoda sekante

Ako graf funkcije f aproksimiramo sekantom, slicno kao kod requle falsi, samo
ne zahtijevamo da nultocka funkcije f ostane “zatvorena” unutar posljednje dvije
iteracije, dobili smo metodu sekante. Time smo izgubili svojstvo sigurne konver-
gencije, ali se nadamo da ¢e metoda, kad konvergira konvergirati brze nego requla
falsi.

Pocinjemo s dvije pocetne tocke g i x; i povlacimo sekantu kroz (zo, f(xg)),
(1, f(zq)). Ta sekanta sijece os x u tocki xo. Postupak nastavljamo povlacenjem
sekante kroz posljednje dvije tocke (zq, f(z1)) i (9, f(25)). Formule za metodu
sekante dobivaju se iteriranjem pocetne formule za regulu falsi, tako da dobivamo

Lpn — Lpn-1

Tn) = f(Tn-1)

Lpi1 = Ly — f(:rﬂ) f(
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Metoda sekante

I 19

S

Primijetite da je trece iteracija izasla izvan pocetnog intervala, pa metoda sekante
ne mora konvergirati. Jednako tako, da smo “prirodno” numerirali prve dvije tocke,
tako da je xp < 1, imali bismo konvergenciju prema rjeSenju.

l R B Aleksandar Maksimovic, / 04/05/2006 / Str. 15
Institute Ruder Boskovié, Bijeni¢ka c. 54 liedan6




Metoda sekante

Kod metode sekante postoji nekoliko problema. Prvi je da moze divergirati
ako pocetne aproksimacije nisu dobro odabrane. Drugi problem se moze javiti zbog
krac¢enja u brojniku i (posebno) nazivniku kvocijenta

Ln — Lp_1
f(@n) = f(zn-1)’

kad z, — a. Osim toga, bududi da iteracije ne “zatvaraju” nultocku s obje strane
nije lako rec¢i kad treba zaustaviti iterativni proces.

Konaéno, primijetimo da je za svaku iteraciju metode sekante potrebno samo
jednom izvrednjavati funkciju f i to u tocki z,, jer f(z,_;) ¢uvamo od prethodne
iteracije.
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regula falsi | sekanta

Metoda sekante 1 regula falsi metoda
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Metoda tangente

Ako graf funkcije f umjesto sekantom, aproksimiramo tangentom, dobili smo
metodu tangente ili Newtonovu metodu. Sliéno kao i kod sekante, time smo izgubili
svojstvo sigurne konvergencije, ali se nadamo da ¢e metoda brzo konvergirati.

Pretpostavimo da je zadana poc¢etna tocka . Ideja metode je povudi tangentu

u tocki (xo, f(xo)) i definirati novu aproksimaciju zp u tocki gdje ona sijece os x.

i
y

\_//
/
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Metoda tangente

Geometrijski izvod je jednostavan. U tocki z,, napiSe se jednadzba tangente i
pogleda se gdje sijece os z. Jednadzba tangente je

y — f(z,) = f’(l‘rt)(ﬂ: — Tp),

odakle izlazi da je nova aproksimacija z,.1 ;= =

f(2n)
f'(@n)

Primijetite da je prethodna formula usko vezana uz metodu sekante. jer je

—~ f(‘En) _ f(mn—l)_

Lp — Tp_

Lpi1 — Ty —

f(z,)
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Hibridna Brent-Dekker metoda

Brent—Dekkerova metoda smisljena je kao metoda koja ¢e imati sigurnu kon-
vergenciju, a nadamo se da ¢e konvergirati brze nego metoda sekante, u najboljem
slucaju kvadraticno. Ona ne zahtijeva racunanje derivacija, pa ako joj je red kon-
vergencije u prosjeku bolji od sekante, mozemo ocekivati da ¢e metoda po brzini
biti slicna Newtonovoj, ali ¢e imati sigurnu konvergenciju.

Metoda se sasoji od tri dijela, koje grubo moZemo opisati kao inverznu kvadrat-
nu interpolaciju, metodu sekante i metodu bisekcije. Algoritam pocinje metodom
sekante koja generira trec¢u tocku. Ako se prema nekim kriterijima ta toc¢ka prihvaca
kao dobra, moZzemo nastaviti raditi s kvadratnom interpolacijom kroz posljednje tri
tocke, ali inverznom (uloga z i y zamijenjena) i time dobivamo éetvrtu tocku.

Ako je trec¢a tocka odbacena kao losa, radi se jedan korak metode bisekcije.
Drugim rijecima, metoda se “vrti” izmedu svoja tri sastavna dijela, a mi se nadamo
da ¢e rijetko koristiti bisekciju.

i

l R B Aleksandar Maksimovic, / 04/05/2006 / Str. 20
Institute Ruder Boskovié, Bijeni¢ka c. 54 liedan6




podprogrami

SUBROUTINE zbrac(func,x1,x2,succes)

Given a function func and an initial guessed range x1 to x2, the routine expands the range
geometrically until a root is bracketed by the returned values x1 and x2 (in which case
succes returns as .true.) or until the range becomes unacceptably large (in which case
succes returns as .false.).

int zbrac(float (*func)(float), float *x1, float *x2)

root 1s bracketed by the returned values x1 and x2 (in which case zbrac

returns 1) or until the range becomes unacceptably large (in which case zbrac returns 0).

SUBROUTINE zbrak(fx,x1,x2,n,xb1,xb2,nb)

Given a function fx dened on the interval from x1-x2 subdivide the interval into n equally
spaced segments, and search for zero crossings of the function. nb is input as the maximum
number of roots sought, and is reset to the number of bracketing pairs xb1(1:nb), xb2(1:nb) that

are found.
void zbrak(float (*fx)(float), float x1, float x2, int n, float xb1[], float xb2[], int *nb)
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podprogrami

FUNCTION rtbis(func,x1,x2,xacc)

PARAMETER (JMAX=40) Maximum allowed number of bisections.

Using bisection, find the root of a function func known to lie between x1 and x2. The
root, returned as rtbis, will be refined until its accuracy is *xacc.

float rtbis(float (*func)(float), float x1, float x2, float xacc)

FUNCTION rtflsp(func,x1,x2,xacc)

Using the false position method, find the root of a function func known to lie between x 1
and x2. The root, returned as rtflsp, is refined until its accuracy 1s *xacc.

float rtflsp(float (*func)(float), float x1, float x2, float xacc)
FUNCTION rtsec(func,x1,x2,xacc)

PARAMETER (MAXIT=30) Maximum allowed number of iterations.

Using the secant method, find the root of a function func thought to lie between x1 and x2. The
root, returned as rtsec, 1s refined until its accuracy 1s =xacc

float rtsec(float (*func)(float), float x1, float x2, float xacc)
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podprogrami

FUNCTION zbrent(func,x1,x2,tol)

Using Brent's method, find the root of a function func known to lie between x1 and x2.
The root, returned as zbrent, will be refined until its accuracy is tol.

Parameters: Maximum allowed number of iterations, and machine floating-point precision.
float zbrent(float (*func)(float), float x1, float x2, float tol)

FUNCTION rtnewt(funcd,x1,x2,xacc)

PARAMETER (JMAX=20) Set to maximum number of iterations.

Using the Newton-Raphson method, find the root of a function known to lie in the interval
[x1; x2]. The root rtnewt will be refined until its accuracy is known within xacc. funcd

1s a user-supplied subroutine that returns both the function value and the first derivative

of the function at the point x.

float rtnewt(void (*funcd)(float, float *, float *), float x1, float x2, float xacc)
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NR primjeri

Besselova funkcija O-tog reda prve vrste J (x)
for (1=1;1<=10;1++) {

0.6/ x1=1;
0 4 x2=x1+1.0;
succes=zbrac(fx,&x1,&x2);
0.2t
5 3 ; : : Bracketing values: Function values:
0.2 X1 X2 BESSJO(X1) BESSJO(X2)
1.00  3.60 0.765198 -0.391769
e 2.00 3.00 0.223891 -0.260052

77 -0 Fzbrac xzbrac.for zbrac.for bessj0.for
gcc -0 Czbrac xzbrac.c zbrac.c bessj0.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -Im
77 -0 Fzbrak xzbrak.for zbrak.for bessj0.for
gcc -0 Czbrak xzbrak.c zbrak.c bessj0.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -lm
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NR primjeri

gcc -0 Czbrac xzbrac.c zbrac.c bessj0.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -Im

f77 -o Fzbrak xzbrak.for zbrak.for bessj0.for xbl=vector(1, NBMAX);
lower upper F(lower) F(upper) xb2=vector(1,NBMAX);
Root 1 1.9800 2.4700 0.2354 -0.0334 zbrak(fx,X1,X2,N,xb1,xb2,&nb);

Root 2 5.4100 5.9000 -0.0378 0.1220
gcc -0 Crtbis xrtbis.c rtbis.c zbrak.c bessjO.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/-Im

f77 -o Frtbis xrtbis.for rtbis.for zbrak.for bessj0.for xbl=vector(1,NBMAX);

X F(x) xb2=vector(1, NBMAX);
Root 1  2.404827 -0.5610E-06 zbrak(fx,X1,X2,N,xb1,xb2,&nb);
Root 2 5.520077 -0.4607E-06 for (i=1;i<=nb;i++) {

xacc=(1.0e-6)*(xb1[1]+xb2[1])/2.0;

Analogni primjer za metodu sekante 1 false position , , ,
root=rtbis(fx,xb1[1],xb2[i],xacc);

f77 -o Frtsec xrtsec.for rtsec.for zbrak.for bessj0.for

gcc -0 Crtsec xrtsec.c rtsec.c zbrak.c bessj0.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -Im
77 -o Frtflsp xrtflsp.for rtflsp.for zbrak.for bessj0.for

gee -o Crtflsp xrttlsp.c rtflsp.c zbrak.c bessj0.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -lm
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NR primjeri

f77 -o Fzbrent xzbrent.for zbrent.for zbrak.for bessj0.for
gcc -0 Czbrent xzbrent.c zbrent.c zbrak.c bessj0.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -Im

/Czbrent xbl=vector(1,NBMAX);
Roots of bessj0: xb2=vector(1,NBMAX);
X f(x) zbrak(fx,X1,X2,N,xb1,xb2,&nb):
root 1 2.404826  -0.000000 for (i=1;i<=nb;i++) {
root 2 5.520078  0.000000 tol=(1.0e-6)*(xb1[i]+xb2[i])/2.0;

root=zbrent(fx,xb1[1],xb2[i],tol);
77 -0 Frtnewt xrtnewt.for rtnewt.for zbrak.for bessj0.for bessj1.for

gcc -0 Crtnewt xrtnewt.c rtnewt.c zbrak.c bessj0.c bessjl.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -Im
Isti princip za metodu Newtona:
Roots of bessj0:
X f(x)
root 1 2.404825 0.000000
root 2 5.520078 0.000000
root 3 8.653728 0.000000
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Primjer

Treéi korijen broja 1.5 moZe se prikazati pomocu jedandZbe x’-1=0, odnosno nalaZenje
nultocke funkcije f(x)=x-1.

Metoda bisekcije:

{77 -o Fbis trtbis.for rtbis.for zbrak.for

gcc -0 Cbis trtbis.c rtbis.c zbrak.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -Im

Newtonova metoda:

f7°7 -o Fnewt trtnewt.for rtnewt.for zbrak.for

gcc -0 Cnewt trtnewt.c rtnewt.c zbrak.c nrutils/nrutil.c -I nrutils/ -Im

Obratite paznju na definiciju prve derivacije kod ove metode.
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Zadatak za praktikum

Prilikom transporta neutrona u Stapu dolazi do transcendentalne jednadzbe. O

korijenima jednadzbe ovise kriti¢ne duljine, za Stap duljine L jednadZzba je

40

20F

—r

x*—1

cot(fx) = =~

k

2x

_20 L

_40 L

IR B

1 ﬁ

—

Graf prikazuje funkciju za vrijednost L=1.
Odredi prve dvije nayjmanje pozitivne
nultocke.

Koristite graf kako b1 odredili interval za
trazenje nultocCke.

cot=1/tan, csc=1/sin, {' - prva derivacija
f'(X)=-csc(x)"2+(x"2-1)/(2*x"2)-1
Posaljite rezultat 1 source na mail
Aleksandar.Maksimovic @irb.hr
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