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Numerička integracija

Newton­Liebnitz formula. Ne znamo I(f), preostaje numerika.

Identičan problem, tražimo vrijednost I=y(b) za diferencijalnu jednadžbu
s rubnim uvjetom:

Rubni uvjet
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Numerička integracija
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Numerička integracija

h konstantan korak
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Newton Cotes
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Trapezna formula
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Trapezna formula
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Trapezna formula
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Trapezna formula
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Trapezna formula

Desna slika prikazuje funkciju koju loše aproksimira pravac.
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Simpsonova formula
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Simpsonova formula
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Simpsonova formula
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Simpsonova formula
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Formula srednje točke (midpoint)
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Formula srednje točke (midpoint)
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Produljene formule
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Gaussove integracijske formule
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Gaussove integracijske formule
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Gaussove integracijske formule
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Gauss integracija

Budući da su apscise i težine ortogonalnih polinoma tabelirane (Gauss Legendre, 
w(x)=1) možemo napisati podprogram tipa qgaus bez znanja o detaljima teorije.
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Ortogonalni polinomi

Točke integracije u Gaussovim formulama su nultočke polinoma 
kod  integracije u N točaka. Kad je apscisa poznata, težinske funkcije 
se mogu odrediti iz linearnog sustava (nije najbolja metoda)

Gauss Legendre težinske funkcije
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podprogrami

SUBROUTINE trapzd(func,a,b,s,n)
This routine computes the nth stage of refinement of an extended trapezoidal rule. func is
input as the name of the function to be integrated between limits a and b, also input. When
called with n=1, the routine returns as s the crudest estimate of              ,  Subsequent
calls with n=2,3,... (in that sequential order) will improve the accuracy of s by adding 
additional interior points. s should not be modied between sequential calls.

float trapzd(float (*func)(float), float a, float b, int n)
SUBROUTINE qtrap(func,a,b,s)
C  USES trapzd
Returns as s the integral of the function func from a to b. The parameters EPS can be set
to the desired fractional accuracy and JMAX so that 2 to the power JMAX­1 is the maximum
allowed number of steps. Integration is performed by the trapezoidal rule.
float qtrap(float (*func)(float), float a, float b)



Aleksandar Maksimović,
Institute Ruđer Bošković, Bijenička c. 54

   /  20/04/2006  /  Str.  24
tjedan5

podprogrami

SUBROUTINE qsimp(func,a,b,s)
C USES trapzd
Returns as s the integral of the function func from a to b. The parameters EPS can be set
to the desired fractional accuracy and JMAX so that 2 to the power JMAX­1 is the maximum
allowed number of steps. Integration is performed by Simpson's rule. 
float qsimp(float (*func)(float), float a, float b)
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podprogrami
SUBROUTINE qgaus(func,a,b,ss)
Returns as ss the integral of the function func between a and b, by ten­point Gauss­
Legendre integration: the function is evaluated exactly ten times at interior points in the
range of integration.
float qgaus(float (*func)(float), float a, float b)

SUBROUTINE gauleg(x1,x2,x,w,n)
Given the lower and upper limits of integration x1 and x2, and given n, this routine returns
arrays x(1:n) and w(1:n) of length n, containing the abscissas and weights of the Gauss­
Legendre n­point quadrature formula.
void gauleg(float x1, float x2, float x[], float w[], int n),
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NR primjeri

Trapezna i simpson formula za funkciju: x2 (x2­2) sin(x) na intervalu [0,pi/2]
 gcc ­o xqtrap xqtrap.c  qtrap.c trapzd.c nrutils/nrutil.c  ­I nrutils/ ­lm 
 f77 ­o xqtrap xqtrap.for trapzd.for qtrap.for 
gcc ­o xqsimp xqsimp.c  qsimp.c  trapzd.c nrutils/nrutil.c  ­I nrutils/ ­lm 
 f77 ­o xqsimp xqsimp.for qsimp.for trapzd.for
Midpoint formula za funkciju:           , na intervalu [0,1]
gcc ­o xmidpnt xmidpnt.c  midpnt.c  nrutils/nrutil.c  ­I nrutils/ ­lm
 f77 ­o xmidpnt xmidpnt.for  midpnt.for
Gauss­Legendre integracija za funkciju x exp(­x) na intervalu [0,5]
gcc ­o xqgaus xqgaus.c qgaus.c  nrutils/nrutil.c  ­I nrutils/ ­lm
f77 ­o xqgaus xqgaus.for qgaus.for 
izračuna 10 integrala od [0,0.5 i], i=1..10
gcc ­o xgauleg xgauleg.c gauleg.c  nrutils/nrutil.c  ­I nrutils/
 f77 ­o xgauleg xgauleg.for gauleg.for
izračuna w(i) za interval [0,1], i integral za interval [0,10]

1/ x
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Nepravi integrali

Uglavnom se radi promjena varijabli kako bi se uklonio singularitet, 
odnosno beskonačna granica se preslikava u konačnu.
Slijedeća relacija se može koristiti za             i  a pozitivno,
ili b negativno i  

Za midpoint formulu jednadžba je implementirana u rutini midinf.
Primjer: Integral od funkcije exp(x) od [0,∞], rastavljen je na integracije od 
[0,1] i [1,∞].
gcc ­g ­o tmidinf tmidinf.c midinf.c nrutils/nrutil.c midpnt.c ­I nrutils/ ­lm
f77 ­o tmidinf tmidinf.for midinf.for  midpnt.for 
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Nepravi integrali

SUBROUTINE midinf(funk,aa,bb,s,n)
This routine is an exact replacement for midpnt, i.e., returns as s the nth stage of refinement
of the integral of funk from aa to bb, except that the function is evaluated at evenly spaced
points in 1/x rather than in x. This allows the upper limit bb to be as large and positive
as the computer allows, or the lower limit aa to be as large and negative, but not both.
aa and bb must have the same sign.
float midinf(float (*funk)(float), float aa, float bb, int n)
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Zadaci za praktikum

1. integral od 0 do beskonačno za funkciju f(x)=(2x+4) exp(­x)                                  
2.  integral od 2 do 5 za funkciju  f(x)= 1/[x(2x+3)]
2a. Koliko iznosi čvor integracije i težina u Gaussovoj formuli za n=1 i n=10?    
2b. Usporedite rezultat s nekom drugom metodom koju smo obradili
3.  Iskoristite program Mathematica i notebooka "Integrali.nb" kako bi utvrdili točnu 
vrijednost integrala. 
4. Pošaljite mail na Aleksandar.Maksimovic@irb.hr, koji će imati rezultate integrala 
pod 1, 2a i 2b, te procjenu pogreške za korištene metode dobivene usporedbom s 
rezultatima iz Mathematice. 

mailto:Aleksandar.Maksimovic@irb.hr
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